EXAMEN 18 décembre 2007
Probabilités approfondies MMO011

Durée 3 heures. Documents interdits

Exercice 1 Soit X une variable réelle de loi N'(0, 02), 02 € ]0, +00], et pour tout k €
N, 75, une variable réelle de loi N'(0,€2), 5, > 0, telles que la famille {X, ng, 7y, ...}
soit indépendante. On définit Y, = X + g, k € Net F, = o(Yp,...,Ys), n € N,
Foo =0(Y,,n >0).

Nous essayons de mesurer une quantité aléatoire X avec une suite indépendante
d’expériences. L’expérience k donne comme résultat Yy, = X 4+ mg, ol np est une
erreur qui dépend de la précision des instruments. Apres n expériences, la meilleure
prévision possible sur X est

X, =E(X|F,) =EX|Y,...,Y,).

On se demande s’il est possible d’obtenir la valeur de X quand n tend vers I'infini,
et notamment si X,, converge vers X.

1. Montrer que (X,,) est une martingale et que X,, converge p.s. et dans L' vers
une variable X . Quelle est la relation entre X et X ?

2. Montrer que (X,,) est bornée dans L?. Montrer que les trois propriétés suivantes
sont équivalentes :
a) X,, — X dans L?; b) X,, — X dans L'; ¢) X est F..-mesurable.

3. Calculer E(YY;), E(Y;?) et E(XY;) pour ¢, > 0, # j. Montrer que pour tout
n>0eti=0,...,n1onalE(Z,Y;) =0, ou

4. Montrer que pour tout n > 0 la variable Z,, est indépendante de {Yp,...,Y,}
et en déduire que X,, = X — Z,,.

5. Calculer E((X — X,)?) et montrer que X,, — X dans L? si et seulement si
lim, Y7 &5 % = +oc.

6. Discuter le cas ¢; = € > 0 pour tout ¢ > 0, notamment les liens avec la loi des
grands nombres.



On rappelle qu'une variable aléatoire Y a valeurs N* est dite géométrique de pa-
rametre p €0, 1] si
P(Y=y)=¢"'p, Vy=1,

ol ¢ = 1 — p. On rappelle aussi que P(Y > y) = ¢¥ pour tout y € Net E(Y) = 1/p.

Exercice 2 Dans cet exercice on considere une suite indépendante (X,,) de variables
géométriques de parametre p €]0, 1], qui modélisent (par exemple) la durée d'un
stock d’ampoules. Les ampoules sont numérotées a partir de 0; elles sont allumées
toutes au méme instant ; X, est la durée de 'ampoule n.

On définit les temps des records successifs de durée des ampoules :
70 := 0, Toi1 i=1nf{k > 7, : Xj > X, }, n >0,

et les records successifs Z,, := X, , n > 0. Donc Z, est I'énieme record de durée
que l'on rencontre dans la suite (X,,). Dans la suite on considére une chaine de
Markov (X,) dans N* sous forme canonique (2, F, F,, X;, (P2)zen+) avec matrice
de transition
Qx,y)=¢"'p, wz,yeN.
1. Montrer que sous P, la suite (X,,),>0 est indépendante, X,, est une variable
géométrique de parametre p pour tout n > 1, et P, (Xo=1z) = 1.
2. Soit z € N* fixé. Calculer

P.(Xy <z, ..., Xpo1 <z, Xi>vy), k,ye N, y>ux.
3. On définit 7 :=inf{n > 1: X,, > Xy}, inf @ := +oo. Calculer
P.(r =k, Xx>y), k,ye N*, y > x.

Montrer que, sous P,, 7 est une variable géométrique avec un parametre que
I'on déterminera et que X, a la méme loi que x + X;. Le couple (7, X, ) est-il
indépendant sous P, ?

4. Montrer que 7(z) = ¢ 'p, x € N* est la seule mesure de probabilité inva-
riante pour Q). Montrer que P, (7 < 400) =1 et E,(7) = +o0.

5. Montrer que 7 est un temps d’arrét. On peut dans la suite utiliser le fait que
pour les temps 7,, définis ci-dessus l'on a 7,41 = 7, + 7 0 0, et donc 7, est
aussi un temps d’arrét (fini P,-p.s. pour tout = € N*).

6. Montrer que (Z,),>0 est une chaine de Markov dans N* sous [P, par rapport
a la filtration (F,,). Calculer sa matrice de transition et sa loi initiale.

7. Calculer pour toute fonction bornée f : N* — R 'espérance conditionnelle de
f(Zps1 — Zy) sachant F,, . Montrer que la suite (Z,, — Z,,—1)n>1 est i.i.d. sous
P,.

8. Calculer la limite P -presque sture de Z,,/n, pour tout x € N*.



Corrigé (MMO11 Probabilités approfondies, 18 décembre 2007)

Correction de I’exercice 1 (10 points sur 20)

1. La famille de tribus (F,,) est croissante et forme donc une filtration. La variable
gaussienne X est dans L? C L' et donc le processus X,, = E(X | F,) forme
une martingale réguliere. On sait donc que X,, converge dans L! et p.s. vers
une variable Fo-mesurable X, = E(X | ).

2. La fonction f(z) = 2% est convexe sur R et donc par I'inégalité de Jensen
E(X;) = E(E(X | £))%) < E(E(X? | F)) = E(X?) = 0”

(X,,) est donc une martingale bornée dans L?; (X,,) converge donc vers X,
dans L2

Prouvons a) = b). La convergence dans L? implique la convergence dans L'
par 'inégalité de Cauchy-Schwarz.

Prouvons b) = ¢). Si X,, converge vers X dans L', par I'unicité de la limite
onaX =X, =E(X|Fy); donc X est F-mesurable.

Prouvons ¢) = a). Si X est F,-mesurable on a X = E(X | Fx) = X. Or
X,, converge vers X, dans L2.

3. On a E(Y?) = E(X? +1n?) = 0% +&7, alors que pour i # j, E(Y;Y;) = E(X?) =
o2 et E(XY;) = 0% 1l s’en suit que pour tout k =0,...,n

E(Z,Y;) =E(XY;) — Za E(Y; i)
2
l+o Z] =0 J =0
2
2 g 2
2 —2
1+o Z] 0 (

4. Le vecteur (Z,,Yy,...,Y,) est gaussien car il est une fonction linéaire de
(X, 7o, - --,Mn), qui est un vecteur avec composantes gaussiennes indépendantes
et donc gaussien. En outre (Z,,Yp,...,Y,) est centré comme fonction linéaire
du vecteur centré (X, n,...,m).

Donc Cov(Z,,Y;) = 0 pour tout k = 0,...,n est une condition nécessaire et

suffisante pour l'indépendance de Z,, de {Yp,...,Y,}. Il s’en suit que

g
E(Z,|F) =E(Z,) =0=E(X|F,) — . e’ Y,
(Zu| Fu) = E(Z,) (X|F) 1+022j_0€;2§
et finalement
2 n
g
X, =E(X|F, = _225;251-:)(—2”.
1+U2Z]0J i=0



5. Puisque X — X,, = Z,, on a E((X — X,,)?) = E(Z?) et

2 2
2 Zn -2 n 0'254_2
E(Z}) =E ‘X2<1—— i=0 i ) +—§ n?( - _2>
1+o02%7" par 1+023 5 ¢

j=05j
2
1 - o2e;?
2 —2
2 Z ‘ <1+022 -0 >
1+o Z] 0 J i=0 j=0¢j
o 1+ e o’

< 0229092> 1+022J0]
Donc E((X — X,)?) — 0ssi D27 g5 — +00.

6. Sig; =¢e > 0 pour tout ¢ > 0 alors on a

(n+1)o? o+ 4,
€24+ (n+1)o? 2+ (n+1)o?

n —

Donc X,, — X dans L? par la loi des grands nombres pour suites i.i.d. dans

L?:
gl (Mt Fm N\ (n+1)e £ 0
n+1 (412 n+l

On peut aussi remarquer que, toujours par la loi forte des grands nombres

Yo+---+Y, »
oy T H |y
n+1 n+1

p.s. et donc X est F -mesurable car limite de variables F..,-mesurables.

Correction de I’exercice 2 (13 points sur 20)

1. Pour avoir 'indépendance de la suite (X,,), il faut et il suffit que pour tout
n > 1 la famille { Xy, ..., X,,} soit indépendante. Par définition de suite mar-
kovienne nous avons pour tous x, ..., xr, € N*

IP)x()(O = X, - -- 7Xn - xn) - ]-{cc:zo} Q(xm xl) e Q(xn—lu xn)

xr1—1 Tn—1

==z} ¢ P ¢ D

qui correspond exactement a une famille indépendante telle que Xy = x p.s.
et {Xi,..., X} soient variables géométriques de parametre p.



2. Pour x € N* fixé, par I'indépendance
Po(Xy <o, Xpy <2, Xp > ) = (1= ¢") g = (1—¢") g - ¢"
pour k,y € N*, y > z.
3. Pour k,ye N*ety > 2

Pt =k, X >y) =P, (X5 <X, ..., Xpm1 < Xo, Xk>y>
=P.(Xi <z, ..., Xpe 1 <2 Xp>y)=(1—¢)¢" ¢

Pour y = x on trouve
]PJI(T — k) — (1 . qx>k—1qr’

et si on somme sur k£ on obtient

Po(Xr>y) =) Pu(r=k Xp>y)=> (1—¢")'¢" ¢V " ="

k>1 k>1

Donc 7 est sous P, une variable géométrique de parametre ¢° et X, a la loi de
x + X1. Le couple est indépendant car pour tous k,y € N* et y > x

Px(T = k?, XT > y) = ]P)m(T = k) ]P)x(XT > y)

4. Une mesure de probabilité invariante m sur N* doit satisfaire

= ) Qy.x)=> wy)¢" 'p=q""p, VreN.

yeN* yeN*

Donc 7(x) = ¢*'p est la seule probabilité invariante. Pour I'unicité, on peut
aussi montrer que la chaine (X,,) est irréductible est récurrente positive. Or

P, (17 < +00) Zﬂ' P, (T < +00) = Z?T(:L‘)Zl,

T

car sous P, 7 est une variable géométrique et donc p.s. finie. On a aussi

7) =Y E(r)q"'p=) a "¢ 'p=+oo.

r>1 r>1
5. Pour tout n > 1 :

{T:n}:{Xngo,...,Xk_ngo,Xk>X0}€fn, {T:O}:wefo.



6. On veut calculer pour toute fonction bornée f : N* — R I'espérance condition-
nelle de f(Z,1) sachant F, . Par la propriété forte de Markov pour la chaine
de Markov (X,,) on a

Ez(f(XTn+1) ‘ an) = Ez(f(XTn-i-Ton) 1{Tn<+00} ‘ an) = EXW (f(XT))
= f(Xn +y)¢ p.

y>1

Nous obtenons

E.(f(Zn1) | Fr) ZfZ +y)¢" 'p Z Fy) g% 1p

y>1 Yy>Zn+1

Donc la suite (Z,,) est markovienne avec matrice de transition

y—x—1

Q7 (z,y) = Lyysay q p.

7. Par la propriété forte de Markov pour la chaine de Markov (X,) on a pour
toute fonction bornée f : N* +— R

Efc(f(XTnH - XTn) | n) - Er(f(XTn—i—To@m - XTn) 1{Tn<+00} | )
=Ex,, (f(X; — Xo)) Z fly

y>1
ou encore une fois nous avons utilisé que X, — z a sous P, la méme loi que X;.
On obtient
B (f(Znir = Zo) | Fr) = > Fy) ¢
y=1
Si on prend I'espérance dans cette égalité on voit que

E.(f(Zny1 — Z Zf q’" 1p:Ex(f(Zn+l_Zn)‘]:Tn)>

y>1

donc pour toute fonction bornée f : N* — R

Ez(f(Zn—H - Zn) |f7n) = Ez(f(Zn—H - Zn))a

et il s’en suit que Z,1; — Z, est indépendante de F. . Mais Z; — Z;_; =
X, — X,,_, est F-mesurable et donc (Z; — Z;_1);>1 est indépendante. En
outre (Z; — Z;_1) est une variable géométrique de parametre p pour tout i > 1,
donc (Zz — Zz'—l)iZl est i.i.d..



8. Puisque Zy = Xy = x P,-p.s., on obtient par récurrence que

Zy =1+ Z(ZZ — Zi1)

i=1

avec (Z; — Z;i—1)i>1 1.1.d. et Z; — Z;_, variable géométrique de parametre p; on
peut remarquer que Z, a sous P, méme loi que x + X; + --- + X,,. On peut
appliquer la loi des grands nombres :

Z, 1 1< 1
LA Zi— Z;_ E(Z, — Zy) = ~.
n n—l—n;( 1)—> (1 0) D



