EXAMEN 8 juin 2009
Probabilités approfondies MMO11

Durée 3 heures. Documents interdits

Exercice 1 Soit () une matrice de transition sur un espace dénombrable d’états F
et soit (X, )nen la chaine de Markov canonique associée. Soit y € E et

Sy =inf{n >1:X, =y}, T, =inf{n >0:X, =y},

avec la convention usuelle inf ) = +00. On pose

aO(x):Pz(Sy<oo):Pz <U{Xn:y}> ) x#:%

n>1
ap(y) = 1.
1. Montrer que P,-p.s. S, = 1+ T, o6 pour tout z € E, ou 0 est 'opérateur de
translation.

2. Montrer que oy est solution de 1’équation

2epQ,2)a(z) = afz),  x#y,

(1)
a(y) =1.
3. Montrer que si ’on pose
a(x) =P, (S, < 00), VeekFE,
alors & satisfait I'inégalité
Y Qx,2)a(z) <a(z), Vazek. (2)

zeE

4. En déduire que si {a(x) =1, Va € E} est la seule solution de I’équation (1),
alors y est un état récurrent.
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Exercice 2 Soit (Z,,), une suite i.i.d. telle que P(Z,, = 1) =P(Z, = —1) = 1/(2n)
et P(Z,=0)=1-1/n.Soit F, :=0c(Z,...,Z,). On pose Xy = 0 puis

X, =2, ]]'(Xn—IZO) + n|Zn| X1 ]]-(Xn_1750)7 n>1.

1. Montrer que X,, € Z et | X,,| < n! p.s., puis que (X,,),, est une martingale.

2. Calculer P(X,, = 0) et discuter la convergence en probabilité de (X,,),.

3. Calculer P(Z,, # 0 pour un nombre infini de n) et discuter la convergence p.s.
de (X,)n-

4. Donner une formule de récurrence pour E(|X,|) et en déduire la limite de
E(]X,|) quand n — +oo.

5. Commenter les relations entre 2, 3, 4 et le théoréme de convergence des mar-
tingales.

Exercice 3 On considére I’évolution du capital d’une assurance au cours du temps.
Soit Sy = x > 0, le capital initial, ¢ > 0 le montant des revenus des cotisations par
an et X, le colit des dommages pour ’année n. Le capital & la fin de I’année n est
donc S, = z+nc—>] Xj. L’assurance est dite ruinée si son capital devient négatif,
ie. si 7 =inf{k > 0; 5, < 0} est fini.

On suppose (X}) i.i.d. avec E(e***) < 0o, VA > 0. Le but ici est de majorer la
probabilité de ruine P(7 < o0). On pose F,, := o(Xq,..., X,).

1. Vérifier que E(X;) > ¢ implique P(7 < 00) = 1.

2. On suppose dorénavant que E(X;) < c et P(X; > ¢) > 0. Soit p(\) :=

E(erM¥179)) X € R. Montrer que ¢” > 0, ©'(0) < 0 et

/\1_151:100 ©(A) = +o0.

Dessiner le graphe de ¢ et montrer qu’il existe un et un seul Ay > 0 tel que
E(etX1) = eloc,
3. Montrer que V,, = exp(—XoS,, + Aox) est une martingale positive.

4. Pour N > 1 montrer que

N
E(VN Lr<n)) = ZE(Vk L—py) > e“P(r < N).

k=1

5. En déduire que P(7 < 0o0) < e~ 0.



Corrigé (MMO011 Probabilités approfondies, 8 juin 2009)

Correction de I’exercice 1 Soit () une matrice de transition sur un espace dé-
nombrable d’états E et soit (X,,,n € N) la chaine de Markov canonique associée.
Soit y € E et

Sy =inf{n >1: X, =y}, T,=inf{n >0: X, =y}.
On pose

ao(r) = Py (S, < 00) = (U{X —y}> v 4y,

n>1

ap(y) = 1.
1. Il est clair que

Sy=inf{n>1: X, =yt=14+inf{n>0: X,y =y} =14+T,06.

2. Si xz = y alors ’équation est vraie par hypothése. Pour x # y on remarque que
P.(Sy, <o0) =P, (14+T,06 <o00)=P,(T,060 <o0) =E,(Px, (T, < 0))
= ZQ z,2) P, (T, < c0).

zelR

Orsiz =y alors P, (T, < co) = 1letsiz # yalors P,(T, < o0) = P,(S, < 00).
Donc pour x # y

ap(z) =P, (S, < 00) ZQ (z,2) [P.(Sy < 00) Lizpy) + 1+ Loy ]
z2€E
= Qlz,2)ao(2)
2€E

3. Par la méme raison

a(x) =Py(S, < 00) ZQZEZ (T, < 00)

zeE

—ZQiEZ (T, < 00) + Q(z,y) >Zsz (2).

27y z€E

4. On rappelle que y est récurrent ssi P, (S, < oo) = 1. Si {a(z) =1, Yz € E}
est la seule solution de I’équation (1), alors

P.(S, < oc0) =1, Va #uy.
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Si on considére (2) pour = = y alors

P,(S, <00) 2> Qy,2)P.(S, < 00) = Y Qy.2) + Qy.y) Py(S, < )

z€R 27y

Or, si Q(y,y) = 1 alors I’état y est absorbant et donc récurrent. Si Q(y,y) < 1
alors

(1= Qy,y))Py(Sy < 00) = (1= CQ(y,y)) = Py(5, <o0) 21,
c’est a dire Py (S, < 00) = 1.

Correction de I’exercice 2 Soit (Z,), une suite i.i.d. telle que P(Z, = 1) =
P(Z, = —1) = 1/(2n) et P(Z, = 0) = 1 — 1/n. Soit F,, := o(Zy,...,Z,). On
pose X; = Z; puis

Xn = Zn ]]-(Xn,1:0) + n|Zn‘ Xn—l ]]-(Xn,ﬁéO)‘

1. On a |X;| = |Z1] <1, et par récurrence |X,,| < n|Z,X,—1| <n|X,—1| <nl

2. Ona{X,=0}={Z,=0} et donc P(X,, =0)=P(Z,=0)=1-1/n. On
obtient pour tout € > 0

P(|Xn| > &) < P(|Xn| #0) <~ —0,

1

n
donc X,, converge vers (0 en probabilité.

3. OnalP(Z, #0) =1/net ) P(Z, # 0) = +oo. Puisque les événements {Z,, #
0} sont indépendants, par le lemme de Borel Cantelli on a P(limsup,{Z, #
0}) = 1. Il y a donc p.s. une suite ny telle que |7, | = 1 et donc | X, | >
|Z,,,| = 1. 11 s’en suit que p.s. X,, ne converge pas vers 0, qui est la limite en
probabilité.

4. On a
Xl = 1Zn] Lix,=0) + 2l Zal | Xnm1| Lix, 10y = | Znl (Lix,0o1=0) + 1| Xncal)

et ainsi
E(|1Xn]) =E (1Z0| (L(xp_i=0) + 1 |Xna])) -

Par indépendance de Z,, de F,,_; on a

E(|Xal) = E(1Zn]) (P(Xn-1 = 0) + nE(|Xp-1])) .



On a prouvé ci-dessus que P(X,,—1 = 0) = P(Z,.1 =0) =1—-1/(n —1).
Puisque E (|Z,,|) = 1/n on obtient

B = 5 (1= 227 ) +E0Xl)

n —

Donc pour n > 2

"1 1
E(|X,)=1 —(1-—].
=143 (1- 15
On peut remarquer que

lim E(|X,|) = +oo,

n—-+00

car 1/k n’est pas sommable et 1/k* est sommable sur N*.

5. La convergence p.s. implique la convergence en probabilité, pas I'inverse. Le
théoréme de convergence des martingales ne s’applique pas car E(|X,,|) n’est
pas borné.

Correction de I’exercice 3
1. Si E(X;) > ¢, alors par la loi des grands nombres

n

LS (=0 = £ 3~ B () + B () — e = B (X)) — e > 0

k=1

p.s. et donc p.s. S, tend vers —oo. Il s’en suit que P(7 < o0) = 1.
2. On suppose que E(X;) <cet P(X; >¢) >0.0On a

¢'(A) = B((X1 — ¢)eX*1 7)), ¢'(0) =E(X1) —c <0,
90”()\) - F ((Xl o C>26)\(X1—C)) > 0.
En outre ¢(0) = 1 et p(A) > E(1(x,50) e*¥179)) et puisque P(X; > ¢) > 0 on
obtient par convergence monotone

AX1—e)y lim e**179) = 400,
A—400

lim @(A) = lim E(I(x>qe = E(1(x:50)

A——+00

Il s’en suit qu’elle repasse une et une seule fois par 1 pour un A = \,.

3. Nous avons
E (Va| Fao1) = Var E (79| Fon)) = Vot E(X079) = V0,

ou nous avons utilisé I'indépendance de X,, de F,,_; et la définition de ).
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4. Si N > 1 alors
N

E(Vy Ie<w) = ) E(Vi Li=p)-

k=1

Or {r = k} € F et, puisque V, est une martingale, alors E(Vy L)) =
E(Vj 1(7=r))- Nous obtenons

N N
E(Vy Leen) = > E(Vilirmpy) = €7 Y E(Vi 1oy > " P(r < N).
k=1 k=1

5. Puisque Vy > 0 nous avons
" P(r < N) SE(Vy Liran) S E(Vw) =E(Vo) = 1,

car V,, est une martingale. Puisque {7 < N} C {7 < N + 1}, en passant a la
limite en N nous avons P(7 < 4+o00) < e~20%,



