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CORRECTION DU DEVOIR N°3
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Exercice 1. Soit f,(z) = %, Vn € N* et Vo € Ry
z+n

i. Soit € R, . La suite numérique (T) est décroissante, positive et de limite nulle. Donc, par le théoréme

X n
n

des séries alternées, la série numérique Y f,(z) converge, Vo € R*. Ainsi, la série de fonctions Y f,, converge

simplement sur RT.

. 1 . -
ii. Vn € N*, || fu||®+ = sup |fn(x)| = =. Or, E — diverge. Ainsi, > f,, ne converge pas normalement sur R, .
rER n n

iii. Notons g, : Ry — R, x+— et hy, : Ry — R, z+— (=1)"; Vn e N",

n

Nous montrons facilement que ¢, > gn+1 > 0 sur Ry, Vn € N*.

De plus, g, — 0 uniformément sur R, car ||g,|*+ = -~ — 0.
noo n mnoo

Enfin, les sommes partielles associées & la suite de fonctions (h")n sont uniformément bornées sur R, :

Ry

N N N
Zh” = sup Zhn(x) = Z(fl)” <1, YN e N*.
n=1 00 z€Ry |21 n=1

Donc, en utilisant le théoréme d’Abel uniforme, la série > f,, = > gnh, converge uniformément sur R, .
fn est continue sur Ry, Vn € N*. De plus, > f, converge uniformément sur R, . Alors, par le théoréme de

continuité de la somme d’une série de fonctions continues, S = E fn est continue sur R, .
n>1

(1"
(o +n)?

R 1 - - o
De plus, ||f}|ls = 3 Or, la série numérique g -3 converge. Ainsi, Y f] converge normalement sur R, .

iv. Vn € N*, f,, est dérivable sur R et f) (z) = , Vo € Ry

D’ou, > f/ converge uniformement sur R..
Enfin, Y f, converge simplement sur R . Donc, par le théoréme de dérivabilité de la somme d’une série de
fonctions dérivables, S est dérivable sur R .

an+z
v. Soient z € Ry et 0, : [0,1] — R ; a+— (—1)" ,Vn € N*.
x
a. Nous appliquons de nouveau le théoréme d’Abel uniforme : nous vérifions comme en iii. que la suite de
fonctions (|Jn|)n est positive, décroissante et converge uniformément vers la fonction nulle sur [0,1] — id est

1
0 < |ons1| < |on| sur [0,1] et [lon [0 < = — 0. Aussi, 3" 0, converge uniformément sur [0, 1]. De plus, o,
n mnoo

est continue sur [0, 1], Vn € N*. Donc, o, est continue sur [0, 1] par le théoréme de continuité de la somme d’une
série de fonctions continues.

a an+m 1 az—i—n
b. Soient a € [0,1] et n € N*. Alors, / el = [ } = .
0 r+n

0 n—+x
c. Soit a € [0,1] :

n anrn n “ n+—r—
oula) = Y oula) = Y (-1 = Sy [ et
n>1 n>1 n>1 0
:/ t*1 Z(—t)" dt (car Z(—t)” converge normalement sur [0, a|, Va € [0, 1[)
0 n>1
a tT
=— / T tdt : (série géométrique de raison vérifiant | — ¢| < a < 1)
0



d. o, est continue en 1. Donc,

a tac

2(1 =1 T =1 dt
os(1) = lmoa(a) = —lim | 777
Lo e
:7/0 1+tdt; (car t — T est continue sur [0, 1], Vo € R})
(="
x 1) = = X
or, o.(1)=Y_ o = S@
n>1
1oy
d S - dt, Vz e R
ou, S(z) /0 I x n
= ()" '
. — = =—-5(0) = =In2 tz=0d d.
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Exercice 2. Soit f la somme de la série entiére > a,z" ol a, = / <1 n t2> dt, vn € N.

i.Soit b : [0,1] — R ; t+— L.Alors, vt €10,1] :

1+4+¢2
0<(1-1)2
= 0<1-2t+¢
t 1
<= 0<h(t) = < — .
< () 1+¢2~ 2

ii. D’aprés i., nous avons Vn € N :

1
0<h(t)" < o, VEE[0,1]

1 1 1
— og/ h(t)”dt:ang—/ dt = -
0 2n Jo

n
Donc, {r >0/ (;—n) est bornée} C {r>0/ (anr"), est bornée}. Dés lors, en passant & la borne supé-
n

X n
rieure, R’ < R ou R’ est le rayon de convergence de la série entiére Z (5) qui vaut 2 par le critére de
d’Alembert. Ainsi, R > 2.

iii. Soit |z| < 2. Notons Vn € N, h,, = ™h™ sur [0, 1]. Comme V¢ € [0,1], 0 < |h,(t)] < |x| s 1 |I0Y < |323—L
Or, > (' |> converge en tant que série géométrique de raison u < 1. Dong, > h,, converge normalement

sur [0, 1].
iv. D’aprés iii., > h,, converge uniformément sur [0, 1], V|z| < 2. D’ou, V|z| < 2 :

Zanx Z/<1+t2> dt
n>0 n>0

/,;)(Ht?)

dt t
:/O SR (série géomeétrique de raison vérifiant ‘1 _T_ e < % <1, Vt€[0,1] et V|x| < 2>
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