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Exercice 1. La série de terme général u, = D" et pas de signe constant (on a

n+(—1)"
up, = (—1)"|u,|) et ne vérifie pas les hyptheses du théoreme des séries alternées: la suite |u,|
n’est pas décroissante. On commence par réécrire u,, sous la forme
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puis on effectue un développement limité de
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avec lim,,_,.. €, = 0.
La suite (%)nZl est positive, décroissante vers 0. Le théoreme des séries alternées permet

- ;o —nn
d’affirmer que la série de terme général % converge.

La série de terme général # est une série de Riemann avec exposant o = % > 1 et donc

convergente. Il en est donc de méme de la série de terme général —M%/Q.
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Finalement, pour n assez grand on a ’(n%

< n?,% Par majoration d’une série a termes
(=D"ey

—= est absolument conver-

positifs par une série convergente, la série de terme général
gente, donc convergente.

Conclusion: le terme général w, s’écrit comme somme de 3 termes généraux de séries
convergentes, donc la série > u,, converge.

Exercice 2.
a) Soit z € R, fu(z) = F25 = ﬁ, donc lim f,(z) =0. La suite de fonctions (f,)n

n2+z2 n—oo

n
converge donc simplement sur R vers la fonction nulle.
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Pour tout n € N on a sup | f,,(z)| > | fu(n)| = 5 La convergence n’est donc pas uniforme.
z€eR

b) Siz # 0, on a lim e =0 et donc lim gn(z) = 0. De plus, pour tout n € N, ¢,,(0) =0

et donc lim ¢,(0) = 0. Ainsi, la suite de fonction (g,), converge simplement sur R vers la
fonction nulle.

Pour étudier la convergence uniforme, on va calculer sup |g,(z)|. Les fonctions g,(x) sont
z€eR
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dérivables sur R, et ¢/ (z) = e "*(1 — 2na?). La dérivée s’annule en + 5=~ De plus, on a
lim, 400 gn(x) = 0 pour tout n. Une étude rapide de la fonction g,, permet alors de conclure



|l — 1| =19, | — = ul tend vers 0 lorsque n tend vers
g V2n g \V2n V2n q d

+oo. La suite de fonctions (g, ), converge donc uniformément sur R vers la fonction nulle.

que sup |g,(z)| =
T€R
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c) Si |z| > 1, lim 2*" = +o0, et donc lim = lim — =
n—00 n—oo | + 2" n—oo —— -+ 1
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Si |z| <1, lim 2*" =0, et donc lim =0
n—oo n—oo | + ,1'2”
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Si x| =1, 2" =1, et donc lim ———— = =,
n—oo | + xn 2
Conclusion: la suite de fonctions (h,), converge simplement sur R vers la fonction h(x)

définie par

0 si zel—1,1],
5 sl =41,
1 sinon.

h(z) =

Les fonctions h,, sont toutes continues sur R mais la fonction h ne ’est pas, la convergence
ne peut donc pas étre uniforme (une limite uniforme de fonctions continues est continue).
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Exercice 3. Pour tout n > 1, on note f,(z) la fonction définie sur [0,1] par f.(z) = .
On va montrer que cette suite de fonctions converge uniformément sur [0, 1] vers une fonction
f(x) que l'on précisera. La convergence étant uniforme, on aura alors
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lim dx:/ f(z)dx.
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= €”. La suite de fonctions (f,)n

On voit facilement que, pour tout = € [0,1], lim

n—oo N + &
converge donc simplement sur [0, 1] vers f(z) = e¢”. De plus, pour tout = € [0, 1], on a
ne” - xe” e
() — f(z)] = —e¥| = < -,
o) = F(a)| = | - gl
e e
et donc sup |fp(z) — f(x)] < —. Comme lim — =0, la suite de fonction (f,), converge
z€[0,1] n n—oo M

vers f(x) = e” uniformément sur [0, 1].
Finalement, on en déduit que
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