Université Pierre et Marie Curie Année 2007-2008
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Probabilités Approfondies

Série d’exercices N°6
Chaines de Markov (début)

Exercice 1

Soient F un ensemble dénombrable, (X,,) la suite des applications coordonnées
de @ = EY dans E, 6 Popérateur de translation et 6,, la suite de ses itérés. Pour
n € N, F, est la tribu engendrée par Xy, X1, ..., X,,. Soient S et T' deux temps
d’arrét de la filtration F,,.

(Cf. cours)

1) Montrer que 6, ' (F,) C Frtm.

2) a) Montrer que R =T + S o 07 est un temps d’arrét (sur {T'= +oo} on pose
R = 40).

b) Montrer que Xg oy = X et g 00y = 0 sur {R < +o0}.

¢) Comparer X, o 07 et Xp o0, puis 0, o 1 et 7 0 0,, sur {T 06, < co}.
3) Interpréter le temps d’arrét R lorsque S et T sont respectivement les temps
d’entrée dans des parties A et B de F. Que peut-on dire si A C B?

Exercice 2
A une probabilité quelconque p sur N* on associe une chaine de Markov (X, )n>0
a valeurs N, de loi initiale §p et de matrice de transition ) définie par :

On pose S = inf{n > 1; X,, = 0}, = +oco si § (temps de retour & lorigine).
Quelle est la loi de S'7

Exercice 3

Soit X = (Q,F, Fn, (Xn)n>0, Pr) une chaine de Markov canonique & valeurs
dans E dénombrable, de matrice de transition Q.

1) On suppose que la chaine (X,,) a pour loi initiale y. Soit T' un temps d’arrét
tel que P, (T < +00) = 1. Que peut-on dire de la suite (X71,)n>0?

2) Soit S un temps d’arrét tel que, pour tout « € E, P,(S < +00) = 1. On pose

So=0 et,pourn>0, Sp41=5,+S06,.

a) Montrer que, pour tout « € E,| les S,, sont P,-p.s. finis.
b) Montrer que la suite (X, )n>0 associée & la filtration (Fsg, )n>0 est une chaine
de Markov dont la matrice de transition est donnée par

QS(mvy) = Pz(XS = Z/)



Exercice 4
Un joueur fréquente 3 casinos numérotés 1, 2 et 3. Chaque jour il choisit I'un
des deux casinos ou il n’est pas allé la veille suivant une méme probabilité % Le
premier jour, jour 0, il choisit I'un des trois casinos suivant une loi de probabilité
psur {1,2,3}.
On note X, la v.a. égale au numéro du casino fréquenté par le joueur le jour n.
1) On considérera la suite (X,),>0 comme une chaine de Markov canonique
dont on précisera la matrice de transition Q.
2) Calculer les puissances Q™ de @, puis lim,,— 1, Q™.
3) Calculer les lim,, 1o Pu(Xn =j), 5 =1,2,3.

111

4) Montrer que, pour y = (3, 3, 3), la suite (X;,)n>0 est une suite stationnaire.

Exercice 5

Une souris effectue une suite de déplacements aléatoires, indépendants les uns
des autres entre trois pieces numérotées 1, 2 et 3. La regle des déplacements
est alors la suivante : lorsque la souris est dans la piece 1, elle y reste avec la
probabilité 5 ou bien passe dans I'une des deux autres pieces suivant la méme
probabilié % ; lorsque la souris est dans la piece 2, elle y reste avec la probabilité
% ou passe dans la piece 3 avec la probabilité % ; lorsque la souris est dans la
piece 3, elle y reste.

On note Xy le numéro de la piece initialement occupée par la souris (X peut
étre aléatoire : on note p la loi de X)), X,,, n > 1, le numéro de la piece occupée
par la souris apres son n-ieme déplacement.

1) On considérera (X,)n>0 comme une chaine de Markov canonique dont on
précisera la matrice de transition Q.

2) Diagonaliser Q.

3) En déduire les lim,, 4o P, (X, =3), j =1,2,3.

4) On pose T' = inf{n > 0; X,, = 3}. Montrer que P, (T < 4+o00) = 1.

Exercice 6
On considere (Q, F,Fy, (Xn)n>0,P), processus adapté a valeurs dans N* =
{1,2,...} tel que

Xo=1 p-s.

et pour tout n > 0 :
P(Xpi1—Xn=1|F) =", P(Xpy1 —Xn=0|F,)=1—e*".
1. Prouver que (X,)n>0 est une chaine de Markov sur N* et calculer sa

matrice de transition (Q(z,y) : x,y € N*).

2. Montrer que p.s. Xoo := lim,, o, X, existe. Calculer E(X,,41 | ) et mon-
trer que E(X ) = 400 par ’absurde.

3. Pour tout n > 0 calculer P(X,, = 1).
4. Pour tous n > m > 0 calculer P(X,, = X,,, | ).



5. Calculer pour tout m >0 :

lim P(X, = X,,).

n—oo

6. En déduire que
P(liminf {X,4+1 = X,,}) =0, Plimsup{X,41 =X, +1}) =1

et P(Xoo = +00) = 1.

Exercice 7
Soient (Y3,)r>1 une suite iid de variables de Bernoulli de parametre p €]0, 1] et
Xo0:=0, X, :=Y1+---4Y,. Remarquer que X, 11 > X,, p.s. pour tout n. Soit
pour tout y € N le temps d’arrét Ty := inf{n > 0: X,, =y} (inf := oc0).
1. Montrer, a I’aide de la loi des grands nombres, que lim,, X,, = 400 p.s. et
en déduire que P(Ty < 4+o00) = 1.
2. Montrer que M, := X,, — np est une martingale par rapport a la filtration
(Fn) engendrée par (X,,).

3. Calculer E(T}), en utilisant la martingale arrétée (Mpat, )-

Soit Ny := "7~ 1(x,=y) le nombre de visites de (X,) &y € N.

4. Caleuler 1(x,—,) pour k < T, T, < k < Ty11 et k > T}, 1, respective-
ment. En déduire que N, = T, 11 — T, p.s. et la valeur de E(N,).

On remarque que (X,,) est une marche aléatoire avec matrice de transition
Q@ donnée par : Q(z,z) =1 —p, Q(z,z + 1) = p, x € N (on ne demande pas
de le prouver). On peut supposer que la chaine (X,,) est donnée sous forme
canonique.

5. Calculer la loi de X, et la loi de Tj.

6. Prouver, a I’aide de la loi de Markov forte et du point 4, que N, a méme
loi que T3.

7. Calculer la loi de Ty,.

Exercice 8

Dans cet exercice on considére une suite indépendante (X,,) de variables géomé-
triques de parametre p €]0, 1[, qui modélisent (par exemple) la durée d’un stock
d’ampoules. Les ampoules sont numérotées a partir de 0; elles sont allumées
toutes au méme instant ; X, est la durée de 'ampoule n.

On définit les temps des records successifs de durée des ampoules :
T0 := 0, Tt = 1nf{k > 7, : Xi > X, }, n >0,

et les records successifs Z,, := X, , n > 0. Donc Z,, est I’énieme record de durée
que 'on rencontre dans la suite (X,,). Dans la suite on considére une chaine
de Markov (X,,) dans N* sous forme canonique (2, F, Fy, Xp, (Ps)zen+) avec
matrice de transition

Qlz,y)=¢"'p, z,yeN~



. Montrer que sous P, la suite (X,)n>0 est indépendante, X, est une va-
riable géométrique de parametre p pour tout n > 1, et P, (Xo = x) = 1.

. Soit & € N* fixé. Calculer

P.(X; <z, ..., Xk—1 <z Xg>vy), k,ye N* y > x.
. On définit 7 := inf{n > 1: X,, > Xo}, inf ) := 4o0. Calculer
P.(r =k, Xr>vy), k,ye N*, y>ux.

Montrer que, sous P,, 7 est une variable géométrique avec un parametre
que l'on déterminera et que X, a la méme loi que z+ X;. Le couple (7, X;)
est-il indépendant sous P, 7

. Montrer que 7(z) = ¢~ 'p, = € N*, est la seule mesure de probabilité

invariante pour Q. Montrer que P (7 < +00) =1 et E;(7) = +00.

. Montrer que 7 est un temps d’arrét. On peut dans la suite utiliser le fait
que pour les temps 7, définis ci-dessus 'on a 7,41 = 7, + 70 0., et donc
T, est aussi un temps d’arrét (fini P,-p.s. pour tout x € N*).

. Montrer que (Z,)n>0 est une chaine de Markov dans N* sous P, par
rapport & la filtration (F., ). Calculer sa matrice de transition et sa loi
initiale.

. Calculer pour toute fonction bornée f : N* — R I'espérance conditionnelle
de f(Zn4+1 — Zy) sachant F, . Montrer que la suite (Z,, — Z,—1)n>1 est
ii.d. sous P,.

. Calculer la limite P,-presque siire de Z,,/n, pour tout x € N*.



