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Probabilités Approfondies

Série d’exercices N°1

Espace de probabilité et variables aléatoires

Exercice 1
1) Une urne contient N boules numérotées de 1 & N. On tire successivement sans remise n boules de 'urne
(1 <n < N). Quel est 'ensemble Q des résultats possibles ? Calculer card(§2).
2) Désormais, on suppose que les résultats possibles sont équiprobables. Les boules numérotées de 1 a M
sont rouges (M < N) et les boules numérotées de M + 1 & N sont blanches. On introduit les événements
Ak, 1 <k <mn, définis par : Aj = {la k-iéme boule tirée est rouge}.

a) Calculer les P(Ag).

b) Calculer, pour k # [, les P(A; N A;).
3) On introduit les v.a. Zi, 1 < k < n, définies par : Z; = 1 si la k-ieme boule tirée est rouge, Z = 0 sinon.
On pose S, = Z1 + -+ + Z,. On note p le rapport M/N.

a) Calculer Var(S,) en fonction de n et p.

b) Calculer la limite de Var(S,), n fixé, quand M et N tendent vers I'infini de telle sorte que p tende
vers un réel pg, 0 < pg < 1.
Exercice 2
Soient Ay, Ag, -+, Ay, - - des événements d’un espace de probabilité (2, F, P).
1) Montrer que, pour tout n € IN,

n
Hﬂ;:rAk = H I[Ak :
k=1

2) Montrer que, pour tout n € IN,

n

T a, =1- ] —14,).
k=1

3) On pose pk = > 1<, ciy<.cip<n P(Aiy N A, NN Az ). Montrer que

P(Up—y A) = ) (=1 'pi.

k=1
4) Un facteur répartit au hasard n factures dans n boites a lettres, une par boite. On note p(n) la probabilité

qu’une facture au moins parvienne a son destinataire. Expliciter p(n). Calculer lim,,_, p(n).

Exercice 3
Soit Xi,...,X),... une suite de v.a. indépendantes & valeurs {0,1} de méme loi : P(X; = 1) = 1/N,
P(X1=0)=1-1/N, N entier > 2 fixé. On pose S; = X7 + ...+ X, et on introduit l'entier n défini par

n=inf{l >1: P(S; >1)>1/2}.

1) Montrer que n = [Nlog?2] ou n = [Nlog2] + 1.



2) Quel est le nombre minimum de lancers d’un dé (& six faces) pour que la probabilité d’obtenir un as soit
supérieure ou égale a 1/2 7

3) Le Chevalier de Méré (1607 - 1684) affirmait que le nombre minimum de lancers d’une paire de dés (&
six faces) pour obtenir un double as avec une probabilité supérieure ou égale & 1/2 était égal & six fois le

nombre obtenu & la question 2). Commenter.

Exercice 4
Un document a été perdu. La probabilité pour qu’il se trouve dans un meuble est p, 0 < p < 1. Ce meuble
comporte sept tiroirs. On explore six tiroirs sans trouver le document. Quelle est la probabilité de le trouver

dans le septieme ?

Exercice 5

Soient X et Y deux v.a. indépendantes prenant toutes les valeurs entieres entre 1 et n suivant les
probabilités : P(X =k)=P(Y =k)=1/n, ke {1,---,n}.

Calculer P(X =Y) et P(X >Y). Déterminer la loi de X — Y.

Exercice 6
Soit T une v.a. a valeurs IN définie sur un espace de probabilité (2, F, P). On suppose que, pour tout
n €N, P(T > n) > 0 et, pour tous n,p € IN, P(T > n+p|T > n) = P(T > p). Montrer que T suit une loi

géométrique.

Exercice 7
Sur un espace de probabilité (2, F, P) on se donne une suite (X,),>1 de v.a. de Bernoulli de méme parametre

p, 0 < p < 1, indépendantes.

1) Soit Ay, ={w € Q: X, (w) # Xpn—1(w)}, n > 2. Calculer P(A,, N An41) pour n > 2. Montrer que les A,
sont indépendants ssi p = 1/2.
2) Soit v(w) = inf{n > 2 :w € A,}. Montrer que v est une v.a. Quelle est la loi de v 7 Montrer que

P(v =400) = 0.

Exercice 8
Soit (€2, F, P) un espace de probabilité. On considere € et X des v.a.r. indépendantes définies sur cet espace.

On suppose que € a pour loi : P(e = —1) = P(e = +1) =1/2.

1) Montrer que €X et € sont indépendantes si et seulement si X est symétrique.
2) Counstruire un espace de probabilité (2, F, P) pour lequel il existe deux sous-tribus A et B indépendantes
et une v.a. Y telle que :
(1) Y est o(AU B)-mesurable,
(ii) Y est indépendante de B,
(iii) Y n’est pas A-mesurable.
3) Coustruire un espace de probabilité (Q, F, P) pour lequel il existe deux sous-tribus A et B indépendantes

et une v.a. Z telle que :



(i) Z est o( AU B)-mesurable,
(ii) Z est indépendante de B,
(iii) Z est indépendante de A.

Exercice 9
On considére n v.a. indépendantes X1,---, X, & valeurs dans {1,2,---,7} et de méme loi donnée par :

P(X,=1)=p;, 1 <i<r. On définit Z; = Z;;l Tyx; =i}

1) Déterminer la loi de Z;. A quelle condition les v.a. Z; ont-elles méme loi ?

2) Calculer la covariance de Z; et Z3. Les v.a. Z1 et Zs sont-elles indépendantes ?

Exercice 10
Soit (X, )n>1 une suite de v.a. réelles indépendantes et v une v.a. & valeurs enti ‘eres indépendante de la

suite (X,,). On définit S, sur Q par S, (w) =05si v(w) =0et S, (w) = ZZL(:“B Xp(w) siv(w) > 1.

1) Montrer que S, est une v.a.

2) On suppose que les X, sont & valeurs entieres et ont méme loi. Déterminer la fonction génératrice de S,
en fonction de celle de v et de X;.

3) En déduire l'espérance et la variance de S,,.

4) Trouver la loi de S, lorsque les X, suivent une loi de Bernoulli de parametre p, 0 < p < 1, et que v suit

une loi géométrique de parametre a, 0 < a < 1.

Exercice 11

Soit €1,&2, -+, &p, - -+ une suite de variables de Bernoulli indépendantes telles que, pour tout n € IN,
P(e, =+1)=Pe, =-1)=1/2.
1) Calculer, en fonction de n,
El(e1 +e2+ -+ sn)2].

2) Soit a €]0, 1] fixé.

a) Montrer 'inégalité
1

P ey >an) < — . 1
(lex +e2+ +€|_an)_a2n (1)
b) Montrer que
1 n
P(ler+ea 4 +en| 2 an) = oo <zZ(; OL]I{|2zn>an}> : (2)

¢) Conclure que

(&,
77,21—51—1002_” (Z On]I{|2ln>an}> =0. (3)

=0

3) Soit N une variable aléatoire de Poisson, de parametre § > 0, indépendante de la suite (e,,n > 1).

N+1 2
S
n=1

Calculer, en fonction de 6,



Exercice 12
Soit L une v.a. strictement positive admettant une densité de probabilité f et X une v.a. de loi uniforme
sur 10, 1] indépendante de L. On définit deux v.a. L et Ly par Ly = XL et Ly = (1 — X)L (cela modélise

par exemple la rupture d’une chaine moléculaire de longueur initiale aléatoire L).

1) Déterminer la loi du couple (L1, L2) ainsi que les lois de Ly et Lo.
2) Que peut-on dire du couple (L1, Lo) lorsque f(z) = Nz exp(—Az) L yoop(x) (A >0) ?

Déterminer la loi de Z = min(Lq, L) dans ce cas.

Exercice 13

Soit (X1, X2) un couple de v.a. admettant la densité de probabilité:
1

1
f(w1,22) = m exp (—m(x% — 2pr130 + x%)) ;

ou p € [0,1].

1) Vérifier que f est une densité de probabilité sur IR? et trouver les densités marginales de X; et X5. A
quelle condition les v.a. X7 et X5 sont-elles indépendantes?

2) On intoduit les coordonnées polaires (R, ®) du couple (X1, X2) : R = /X? + X2 et ® € [0, 27[ est définie
par

X X
cos<1>:?1 et sin@z%siR>0, ®=0si R=0.

Déterminer la densité du couple (R, ®), puis celle de .

3) Déterminer la densité de R lorsque p = 0. Que peut-on dire des v.a. R et ® dans ce cas.

Exercice 14

On dit qu'une v.a.r X suit une loi gamma de parametre a > 0 si X admet la densité e‘rma_lll{gDO}.

1
[(a)
1) Soit U une v.a. de loi gamma de parametre a. Calculer explicitement les moments E(U™), n € IN.

2) Soient U et V deux v.a. indépendantes de loi gamma de parametres respectifs a et b. Montrer que les

v.a. U/(U+V) et U+ V sont indépendantes et expliciter la loi de U/(U + V).

Exercice 15
Soient X et Y deux v.a.r. bornées.
1) Montrer la formule
py) - BB = [ ([T 1P <n v cp - P <oP Splan)ae @

Indication : Pour deux réels M et N suffisamment grands, on pourra considérer les quantités
E[(M - X)(N-Y)] et (M—EX))(N-EY))

et utiliser, si X < M, M — X = [ da.
2) On suppose que X =Y et que la loi de X est la loi uniforme sur [0, a]. Vérifier 'égalité (4) en calculant

séparément ses deux membres.



Exercice 16
Soient X7, X5, -+, X, des v.a. indépendantes de méme loi exponentielle de parametre A > 0. On pose

So=0et, pourk=1,2,---,n, Sp = X1 + Xo+--- + Xp.

1) Déterminer la loi du vecteur aléatoire (S1,S2,...,5Sn).

2) Montrer que la v.a. S, = X1 + Xo + -+ - + X,, admet pour densité

B Sn—l
e N ey e
3) Déterminer la fonction caractéristique de Sy,.

4) Calculer de deux manieres E(Sy) et Var (Sy,).



