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Durée 2h30. Documents interdits

1. Soit (U;);>1 une suite i.i.d. de variables uniformes sur [0, 1]. Pour tout
p € [0, 1] fixé on dénote
Y0=Tlwey, 121

)

ou 14 est l'indicatrice de I’événement A. Montrer que (Y;”);>1 est une
suite i.i.d. de variables de Bernoulli de parametre p.

2. Soit Uy une variable uniforme sur [0, 1] indépendante de (U;);>; et
Xi =1y =Y,  i>1

Montrer que pour toutes f : {0,1}" — R et g : [0, 1] — R boréliennes
bornées on a

E(f(X1,..., X,) g(Us)) = / E(fOT.... Y gy (1)

et en déduire la loi conditionnelle de (X1, ..., X,) sachant Uj.
3. A l'aide de (1) calculer

P(X, ==X, =1),
PXy ==X, =1|Up) = E(1yx,==x,=1} | Uo)
pour n > 1. La suite (X;); est-elle indépendante ?

4. Soit
Sp =0, S, =X+ +X,.

A Taide de (1) et de la formule
Ly : 1
(1= p)dp = __ jjeN 2
/Op( p)’dp S FRNG) Jj (2)

(qu’on admet, pour 'instant), trouver la loi de S,,. Calculer la loi condi-
tionnelle de S, sachant U,.

5. Calculer la moyenne et la variance de (Y + -+ 4+ Y?)/n. En déduire
que S, /n converge vers Uy dans L.
(tourner la page —)



6. Soit Fo :={0,Q}, F, :=0(Xy,...,X,), n > 1, F := 0(X1, Xo,...).
Pour quels n € N la variable Uy est-elle F,,-mesurable? (Comparer les
cardinaux de o(Uy) et F,,) Est-elle F,-mesurable ?

7. Soit Gy := o(Uy) et G, := o(Uy, X1, ..., X,), pour n > 1. Montrer a
'aide de (1) que
E(Xpi1 F(Uo, X1, ..., X,)) = E(Uy F(Up, X1, ..., Xn))

pour toute F : R"* = R borélienne et bornée. En déduire que (S, —
nUp)n>o0 est une (G, )-martingale.

8. Montrer a 'aide des formules (1) et (2) que

1 1
E(Uyly) = = E((S,+1)1
pour tout événement du type A = {X; = z;, i = 1,...,n}, avec

z; €{0,1} et k = | z;. En déduire E(Up | F,,). Montrer que (.S,)n>0
est une sous-martingale par rapport a (F,,) et calculer sa décomposition
de Doob.

9. Calculer P(limsup,,{|S,/n — Uy| > €}) pour € > 0 et prouver que p.s.
la suite S, /n converge. Soit 7 := {i > 1: X; = 1} C N*. Montrer que
p.s. T admet une densité asymptotique, c’est a dire

Tn{1,...

n—-+o0o n

€[0,1]  existe p.s.

ou |A| dénote le nombre d’éléments (ou le cardinal) de A C N*.

10. Montrer la formule (2) par récurrence sur j.



Corrigé

1. Chaque variable a loi de Bernoulli :

P
MW@AJ:MMSpwa/du:n
0

P(W:o>:1@(m>p>:/ldu:u—p).

La suite (Y;”);>1 est indépendante, car la suite (U;);>1 est indépendante

et donc, pour tout n € Net f1,...,f,:{0,1} = R

E(A(YP) - fu(YD) = E(fi(Ln<py) - fu(L(wa<py))
=E(fi(Li<p)) - E(fa(Lwa<py)) = E(FL(YT)) - E(fu (YY)

2. Par le Théoreme de Fubini et I'indépendance de Uy et (U;)i>1
E(f (X1, .., Xn) 9(Uo)) = E(f(Lyi<vny i = 1, -, ) 9(Uy))
= [ B i =1 ) o)
=Aﬁumwzhuwmmm@
On en déduit que la loi conditionnelle de (X;,i = 1,...,n) sachant
Uy est la loi d’une famille i.i.d. de Bernoullis de parametre Uy par la

proposition 3.5.4 du polycopié.

3. Par (1) on a pour k > 1

:k+1’

et pour toute g : [0, 1] — R borélienne et bornée

B~ 9(00) = [ 9(p)dy



donc par la proposition 3.3.2 du polycopié
P(X,= =X, =1|U) = Uk

La suite (X;); n’est pas indépendante car

Py = Xy = 1) = 3 #B(X; = ) E(X; = 1) =

N —
N =

. Pour tout n > 1, (Y + .-+ Y?) est une Binomiale de parametres
(n,p). Donc, pour k € {0,...,n}, par (1) et (2)

1 1
P(S, =k) = / P(YP 4 +YP =k)dp = <Z> / pk(l _p)n—k dp
0 0

() 1

(n—i—l)(Z) S n+1

Sachant Uy, les variables (X7, ..., X,,) sont i.i.d. et de Bernoulli de pa-
rametre Uy. Donc, sachant Uy, S, = X7 + -+ + X,, est une Binomiale
de parametres (n, Up).

Pour la loi de S,,, on peut aussi raisonner avec une espérance condi-
tionnelle

P(S, = k) = E(P(S, = k| Up)) = E ((Z) Uk(1 — Uo)n—k)
- (Z) U=t = +<Z1)) AR =
Donc la loi de S,, est uniforme sur {0, ..., n}.

- On a E(YY) = p, Var(Yy) = p(1 = p), Var((Y + -+ Y})/n) =
p(1 —p)/n. On obtient que

2 1
(-]
n 0

LIYP 4 Yp 2 Lp(1 — 1
:/ (Q—p) dp:/udp:__)()‘
0 n 0 n 6n

E

1 +- 41 2
( {U1<p} {Un<p} —p) ] dp

n



6. La tribu engendrée par Uy est infinie, car elle contient tous les événe-

ments disjoints {#1 < Uy < %}, alors que F, est finie, car elle est

formée par les événements du type {X; € A;,..., X, € A,}, avec
Ay, ..., A, € {0,1}, qui sont en nombre fini. Donc on ne peut pas
avoir o(Uy) C F,, et Uy n'est F,-mesurable pour aucun n € N.
D’autre coté, par le point 5 on a que S, /n — U, dans L? et donc il
existe une sous-suite (ng); telle que S, /ngy — Uy p.s.. Puisque S, /ny
est Foo-mesurable, la limite Uy 'est aussi.

7. Pour toute F' : R"™! — R borélienne et bornée on a par (1)
E(F(Uy, X1, .., Xn) Xnt1)

1
Z/fﬂﬂnhm9w~ﬂWﬁmﬂmm90@
0

1
:i/E@@JM@%”JMNQMW:EWWQ&,WX@%%
0

car Uy, 1 est indépendant de (Uy,...,U,).
Donc on obtient

E(F(Uy, X1, ..., Xp) (Spq1 — (n+ 1))
=E(F(Up, X1,- -, X0) (Sn + Xps1 — (n + 1))
= E(F(Up, X1, ..., Xy) (Sp — nlh)),

ce qui implique que E(S, 41 — (n+ 1)Uy | G,) = S, — nly, car S,, — nUy
est bien G,-mesurable.

8. Soit A :={X; = x;, i = 1,...,n} avec x € {0,1}". Alors, si k =
Z?:l Ty, par (2)

1
E(UO]IA):/ pP(YP =z, i=1,...,n)dp
0

1
1
k n—=k
= | pp'(1=p)" " dp=—"F
/0 (n+2><kﬁ)
D’autre coté
k+1 E+1 [t
E((S,+1)14) = ——P(A) = (1 —p)y»*d
B L) = s P = [
k41 1 1

n+2 (n+1)(}) B (n—|—2)(’;ﬁ) =E(Uo 14).

5



Puisque S,, est F,,-mesurable, on obtient que

S, +1
n+2°
1

E(Uo‘fn):E(UO|Xl7aXn):

Sy +
E(X,114) = E(Up1,) = E 1),
(KoL) =BGy 1) =B ( 2701,

done E(X,41 | Fn) = i"—:; >0 et E(Sy41|Fn) = Sy Donc (Sy,)n>0 est
une sous-martingale par rapport a (F,,). Pour calculer sa décomposition
de Doob on considere

i
L

Se+1

‘ k+2

An = ZE((Sk - Sk—l ‘ fk—l) == n Z 1,

k=1

B
Il

et donc M, := S, — A, est une martingale et S, = M, + A, est la
décomposition de Doob de (S,,),, par rapport a (F,).

. Si S, /n converge p.s. alors la variable limite est nécessairement Uy, car
S,/n — U dans L?. Par la loi des grands nombres, pour tout p € [0, 1]
la suite Y7 := (Y + - -- + Y)/n converge p.s. vers p. Donc pour tout
e>0ona

P (limsup {}?Z —p‘ > 8}) =0.
Or par (1)

B (UL, {|Su/k — Ul >e}>=/0 P (U, {7~ p| > <)) dp.

Si on fait tendre m — +o00 on obtient par convergence monotone

P (Ugon {S/k — To| > 1) :/0 P (Ui {[7% — p| > €}) dp

et si on fait tendre n — +00 on obtient encore par convergence mono-
tone

1
P (limsup{\Sn/n— Up| > 5}) :/ P (limsup{‘?ﬁ —p| > 5}) dp
n 0 n

1
:/ 0dp = 0.
0



10.

Donc S,,/n converge p.s. vers U.

Finalement, il suffit de remarquer que |7 N [0,n]| = S, et donc par le

résultat précédent

Tolnl S,
n n

Pour j = 0 la formule (2) devient

1 1
idp=——— i>0
/Opp i1 b=

Supposons (2) prouvée pour j > 0. Alors
/ﬁﬁﬂ—my“dpz/nﬁﬂ—pyﬂ—pﬁw
0 0
=/ p'(1—p) dp—/ p (L —p) dp
0 0

1 1
i+7+10)(%)  G+i+2)(70
il A S W V] j+1
i+ 1) i+j+2)  (i+j+Di+j+2
1

et on a (2) pour j + 1.



