PARTIEL 20 novembre 2006
Probabilités approfondies MMO011

Durée 2 heures. Documents interdits

Exercice 1 Soit X une variable aléatoire exponentielle avec loi e * dx sur
R;. Si z > 0 on note [z] la partie entiere et {x} la partie fractionnaire de z :

2] e N={0,1,2,...}, [z]<z<[z]+1, {z}=2—[z]€]0,1]

On note Y := [X], Z := {X}. Remarquer que X =Y + Z.

1. Calculer la loi du couple (Y,Z) € N x [0,1]. Les variables Y et Z
sont-elles indépendantes ?

2. Déterminer (sans calculs!) les espérances conditionnelles :
EY|2), E(Z]Y), EY|X) E(Z|X) EX|Y) EX|2Z).

(On pourra utiliser les formules :

1 o9
/ ve "dr=1-—2e"", / re Tdr=1.)
0 0

Exercice 2 Soit (X,,)nen une suite de variables aléatoires réelles. On sup-
pose qu'il existe une v.a. X € L' et (A\,)neny C R tels que X, a la méme loi
que A, - X pour tout n € N.

1. Montrer que si (X,,)nen est uniformément intégrable et P(X # 0) > 0
alors sup,, |\,| < +o0.

2. Montrer que si sup,, |A\,| < 400 alors (X, )nen est uniformément inté-
grable.

Soient Y,, variable de loi ay, e*"* 1,50y dz, o, > 0 et Z,, gaussienne centrée
avec variance o2 > 0.
3. Donner des conditions nécessaires et suffisantes sur (ay,)nen €t (02),en
pour que (Y,)nen €t (Z,)nen soient uniformément intégrables.
4. Montrer que si Y, converge vers W en probabilité et W € L! alors
Y,, converge dans L' (calculer E(e ") et montrer par I'absurde que la
condition trouvée au point 3 est satisfaite).



Exercice 3 On considere (2, F, F,, (X,)n>0, P) processus adapté a valeurs
dans N* = {1,2,...} tel que

Xo=1 p-s.
et pour tout n > 0 :
P( Xy — Xy =1|F)=e*", PXp1—X,=0]|F,)=1—e"*".
1. Prouver que (X,),>0 est une chaine de Markov sur N* et calculer sa

matrice de transition (Q(z,y) : =,y € N*).

2. Montrer que p.s. Xy = lim, ., X, existe. Calculer E(X, 1 |F,) et
montrer que E(X,,) = +oo par I'absurde.

3. Pour tout n > 0 calculer P(X,, = 1).
4. Pour tous n > m > 0 calculer P(X,, = X,,, | Fn).
5. Calculer pour tout m >0 :

lim P(X, = X,,).

n—oo

6. En déduire que
P(liminf {X,11 = X,}) =0, Plimsup{X,11 =X, +1}) =1

et P(Xo = +00) = 1.
Correction

Solution de ’exercice 1 (4 points sur 20)
1. Soient n € N={0,1,...} et t,s € [0, 1] avec s < t.

PY=ns<Z<t)=P(X]=n,s<{X} <%
n+t
= P(ﬂ—i—SSXSn—i-t):/ e "dr = e (e —e).
n+s
On obtient :

PY=n)=PY =n0<Z<1)=e"(1—e1),
P(s<Z<t)=)Y PY ns<Z<t)—L_€t
I
n>0
Donc (Y, Z) est un couple indépendant. La variable Y’ := Y + 1 suit

une loi géometrique sur N de parametre (1—e™!) et Z a densité fz(z) =
e */(1—et), zel0,1]



2. On commence par calculer les espérances de X,Y, Z :

oo 1 —x - -1
EX)= [ zewdr=1, Rz = [ L o172
0 o L—et 1—e!

Puisque X =Y 4+ Z on a

e
E(Y)=EX)-E(Z) =
(V) =B(X) - E(Z) = -5
et cette valeur correspond a :
E(Y) = E(Y' — 1) = E(Y) -1 = — - 12
N N C1—e! 1 —e!

car on a dit que Y’ := Y 41 suit une loi géometrique sur N de parametre
(1—e1).

Les espérances conditionnelles sont :

— puisque (Y, Z) sont indépendantes :

E(Y |2)=E(Y), E(Z|Y)=E(2),
~ puisque Y = [X] et Z = {X} sont o(X)-mesurables :
E(Y|X)=E([X]|X) = [X] =Y, E(Z|X)={X}=2
~ puisque X =Y + Z :
E(X|Y)=E(Y +Z|Y)=EY|Y)+EZ|Y) =Y +E(2),

E(X|2)=E(Y+Z|2)=E(Y |2)+E(Z|Z) = Z+E(Y).

Solution de ’exercice 2 (8 points sur 20)

1. Si (X, )nen est uniformément intégrable, en particulier sup, E(|X,|) <
+00. Comme E(|X,|) = |\ |E(]X]) et que E(|X]|) > 0 (puisque P(X #
0) > 0), on en déduit que

sup,, B(| X))

E(|X\) < +00.

sup |\, | =
n



2. Pour a > 0 on note p(a) := E(|X|1(x|>q))- La fonction ¢ est monotone
décroissante. Puisque X € L' on a lim, ., ¢(a) = 0. Or si M >
sup,, [An| :

E(| X0 1(x,5a) = [MlE(X| Liaxisa) = 1Al p(a/|An]) < Me(a/M)
et on obtient :

Jim sup B([Xo| 1ix,50) < lHm  Me(a/M) = 0.

3. Soient Y une variable exponentielle de moyenne 1 et Z une variable
gaussienne standard. Alors Y, a la méme loi que Y/a,, et Z,, a la méme
loi que o, - Z. Puisque P(Y # 0) = 1 et P(Z # 0) = 1, on peut
appliquer les points 1 et 2 pour trouver que (Y, )nen €t (Zn)nen sont
uniformément intégrables si et seulement si

inf o, > 0, sup o> < +00.
n n

4. On commence par calculer :

E(e™ ) = /0 e a e T dr =

D’apres le point 3, la suite (Y),)nen est uniformément intégrable ssi
inf,, a,, > 0. Si inf,, a;, = 0 alors il existe une sous-suite (ny) telle que
ay,,, — 0. Puisque Y,,, converge vers W en probabilité on peut extraire
une sous-sous-suite (1, )m telle que Y, ~— W p.s. et on trouve alors
par convergence dominée :

0 = lim —m _ — Jipy E(e Ym) = E(e™")
m a”km m

donc P(W = +00) = 1. Mais W € L' et on a une contradiction.
Puisque (Y,,)nen est uniformément intégrable et converge en probabilité
vers W on a obtenu que Y,, converge vers W dans L!.

Solution de ’exercice 3 (10 points sur 20)
1. Ps. X,p1 — X, € {0,1} pour tout n € N. Pour toute f: N* — R,

E(f(Xn1) | Fa) = f(Xn+ 1) e + f(Xa) (1= e7).
Donc (X,,), est bien une chaine de Markov avec matrice de transition :

Qr,y) = lari=y e " + L=y (1 —€7).



2. Ps. X417 > X,, pour tout n > 0 et la limite de (X,), existe par
monotonie. Or :

E(Xp | Fo) =X, (1 =)+ (Xp+1) e ¥ = X, + e,

(Ca implique
E(X,41) = E(X,) +E(e=*").

Par convergence monotone on a E(X,) = lim,E(X,), E(e =) =
lim,, E(e=X") et
E(Xy) = E(X,) +E(e ).

Si par I'absurde E(X,,) < oo on trouve E(e™*=) = 0 et donc P(X,, =
+00) = 1, une contradiction.

3. Puisque X,, > X; > Xg =1 pour tout n > > 0, alors

(X,=1} ={Xo=X, ==X, =1}

P(X, = 1) = P(Xo = X; = -+ = X, = 1) = [Q(1, ]" = (1 — e )",

4. Puisque X,, > X; > X, pour tout n > ¢ > m > 0, alors

{Xn =X} = {Xn = X1 = = Xi}.
Donc
P(X, =Xn|Fn) =P(X = X1 ==X | Xin)

= [Q(Xn, Xo)" ™™ = (L= ™)™ ™ pas.

5. Pour tout n > m :

P(X, =X,,) =EP(X, = X,,| Fn)) = E((1 — e ¥m)"™).

On peut remarque que 1 —e~*m € [0, 1] p.s. et donc par convergence
dominée

lim P(X, = X,,,) = lim E((1 — e %m)"™™)

n—oo n—~o0

=E(lim (1 — e *m)""™) = 0.

n—oo



6. On rappelle que

lin}linf { X1 = X} = Unz1 Mz { X1 = X},

limsup{X,+1 = X,, + 1} = lirr}linf {Xnt1 = X0} c.
On voit que :
ﬂZ:m{XkH = Xk:} = {Xm = Am4l = = n+l}
et par le point 5 on a :

]P)(mem{Xk-l—l = Xk}) = nll_rgo]P)(Xm = Am+4l — 0 = Xn+l) = 0.
Donc P(liminf, {X,+1 = X,,}) = 0 et P(limsup, {X,s1 = X,, +1}) =
1. On déduit que p.s. il existe un nombre infini de n tels que X, ;1 =
X, +1, c’est a dire p.s. Xy = +00.



